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1. 固体内熱拡散の偏微分方程式による記述 

1.1 熱拡散方程式と境界値問題 

窯炉・原子炉、プラント、電子機器、車載パワーエレ

クトロニクスなどでは製造にあたっては熱設計、稼働に

際しては温度制御、熱制御が不可欠の課題であり、温度

測定などの実測と伝熱計算・伝熱シミュレーションがキ

ーテクノロジーとなる。 

固体内の伝熱計算・伝熱シミュレーションは構成する

材料の物性値を既知とし、境界条件を指定して熱拡散方

程式を与え、一次元熱拡散など幾何学的に単純な場合に

は解析的に、一般的な立体形状の場合には有限要素法な

どの数値計算により解かれる。本連載の第２回にも述べ

たように、これらの解析計算、数値計算の入力情報であ

る熱物性値の提供が熱物性データベースやハンドブック

の第１義的な役割である [1]。安定で緻密な材料により

構成されるシステム・モジュールの温度応答算出法は既

に確立された技術であり。複雑な対象に対する計算のコ

ストや計算に要する時間、結果の信頼性が課題となる。 

1.2 熱拡散方程式のグリーン関数 

熱物性値が既知で安定な（加熱による変質や相転移を起

こさない）均質材料の境界面をパルス加熱した場合の内

部の温度分布はグリーン関数により表される [2-4]。 

拡散方程式は放物型の偏微分方程式であり時間軸の過

去と未来が非対称であり、加熱が原因・結果が温度応答 
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図 1 1 次元無限空間における熱拡散方程式の基本解（グ
リーン関数）である正規分布関数（ガウス関数） 

として因果律を満たす。即ち時間に関して非対称となる、 

均質な無限固体の一点を単位強度のデルタ関数により

加熱した後の距離𝑥離れた位置の温度応答は下記の正規

分布関数（ガウス関数）により表される  [2-4]。 

 (1) 

ここで𝛼は対象固体の熱拡散率、𝑏は対象固体の熱浸透率、

dim は対象の次元である。 

１次元の線分や２次元の長方形、３次元の直方体など

幾何学的対称性が良く断熱境界の場合のグリーン関数

は、無限空間のグリーン関数である正規分布関数の鏡像

の無限級数により表される [4]。 

  

図 2 1 次元無限空間における熱拡散方程式の断熱境界に
おけるグリーン関数：無限空間のグリーン関数から
鏡像法により計算される。 



 

 

両側が断熱された厚さ𝑑の均質平板のグリーン関数は、

(2) 

1.3 グリーン関数とインパルス応答関数 

グリーン関数は対象内部の全座標に対して定義される。

一方、加熱と測温は対象表面すなわち境界面でなされる。

加熱がパルス状であれば温度応答はインパルス応答であ

るので、インパルス応答関数とよばれる。 

インパルス応答関数はグリーン関数の加熱座標と測温

座標に境界面の値を代入することにより求められる [4]。 

一次元均質平板の場合には，パルス加熱された面の温度

応答は(2)式に 𝑥 = 0 を代入して、 

   (3) 

ここで 𝜏଴ = 𝑑ଶ 𝛼⁄ である。 

パルス加熱された裏面の温度応答は       ,    

を代入して、 

  (4) 

1.3 インパルス応答関数とパルス加熱熱物性測定法 

フラッシュ法やパルス光加熱サーモリフレクタンス法

はインパルス応答関数を観測する測定法である [4, 5]。 

図３に示されるようにインパルス応答関数は対象内の全

座標に対する関数値ではなく境界での値だけを与えてい

るので、対象内全体の加熱座標と測温座標の関数である

グリーン関数の全体が定まるかどうかが課題となるが、

対象内において熱拡散方程式が成立する場合にはグリー

ン関数は式(2)の解析式で与えられるので、観測されたイ

ンパルス応答を(3)式や(4)でフィッティングして熱拡散率

を決定すればグリーン関数は一意的に定まる。これがパ

ルス加熱法による熱拡散率測定の基本原理である。 

すなわちパルス加熱法はインパルス応答関数を観測し、

グリーン関数とそのパラメータである熱拡散率を求める

方法であると位置づけられる。 

2. 複数の均質部分から構成される対象全体の応答 

2.1 積層材の伝熱特性 

積層材の厚さ方向の一次元熱拡散は各層の四端子行列

のカスケード接続により一般的に解くことができる [2, 

4]。ここで応答関数行列の各成分のラプラス変換が伝達関

数行列の各成分であり、層の表面と裏面に流入する熱流

密度ベクトルのラプラス変換と層の表面と裏面の温度応

答のラプラス変換ベクトルは伝達関数行列により関係づ

けられる。層の表面の温度と流入熱流密度をラプラス変

換したベクトルを層の裏面の温度と流出熱流密度をラプ

ラス変換したベクトルに関係づけるように表示を変換す

ることにより四端子行列が求められる [4]。 

これは最も単純な一次元熱拡散の場合であるが、複数

の材料が３次元的に接合し、３次元の熱拡散が生じる場

合に構成する均質材料のグリーン関数の積分方程式 [6]

により、対象全体の温度分布、熱流密度分布を表現するこ

とができる。 

2.2 応答関数のコンボリューション積分と温度応答 

均質平板のグリーン関数が既知であるとき表面お

よび裏面を加熱位置または測温位置としたときのイン

パルス応答関数も既知であるから、表面を𝑞௙(𝑡)、裏面

を𝑞௥(𝑡)の熱流密度で加熱すると均質平板内部の温度

分布は下記の積分により表される。この場合は右辺の積

分計算により左辺の温度応答が陽に求まるので積分方程

式ではない。 

 (5) 

ここで、  
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図３ 断熱平板のグリーン関数とインパルス応答関数 



 

 

 

 

成分毎に表示すると、 

 (6) 

    (7) 

𝑇଴ = 0 としても一般性は失われず、ラプラス変換すると

両式右辺のコンボリューション積分は代数積となるので 

[7]、温度ベクトルは伝達関数行列と熱流密度ベクトルと

の積となる。 

 (8) 

四端子行列表示に変換すると、 

  (9) 

均質平板の四端子行列は、 

 

(10) 

 

ここで、平板厚さ方向の熱拡散時間：    

平板の熱浸透率：𝑏 = ඥ𝜆𝑐𝜌 

𝜆：熱伝導率、𝑐：比熱容量、𝜌：密度 

2.3 グリーン関数と積分方程式 

フラッシュ法により薄板状試料の沿面方向の熱拡散率

を求める場合、試料の中央に関して対称な２か所のスリ

ットを通してパルス光加熱し、試料の中央を上部から赤

外検出器により測温する方法が考案されている [8]。な

お薄板の厚さ方向は短時間で均一温度になると仮定し温

度勾配はないと仮定した。 

この場合、測定系は試料の中心に関して対称なので、図

５に示されるように解析範囲を試料の半分に限定し、両

端が断熱境界であると考えて考察すればよい。試料の長

さを2lとすると、時刻 t に位置 xに単位強さのパルス加

熱を行った後の時刻ｔにおける位置ｘの位置における温

度応答は次式で表される。ここで lxx  ,0 である。 

𝐺ௌ(𝑥, 𝑡|𝑥 ′, 𝑡 ′)  =
ଵ

஼ටగ൫௧ି௧ ′൯

∑ exp ൬−
൫௫ି௫′ିଶ௡ௗ൯

మ

ସఈ൫௧ି௧ ′൯
൰∞

௡ୀି∞ (11)  

ここでC は試料の単位長さ・単位幅あたりの熱容量で

ある。 

このような薄板状の試料では表面および裏面からの放

熱が無視できない。熱伝達のニュートンの法則を仮定

し、試料の局所温度 ),( txT と外界の温度
0T の差に比例し

た熱流密度 ),( txq が試料から外界に流れるとすると、 

 0),(),( TtxTKtxq     (12) 

ここで K は熱伝達係数である。この場合も𝑇଴ = 0 として

も一般性は失われない。 

試料の表裏面からの放熱は実際の試料温度と外界の温

度差に比例する。上記の試料の両面からの熱伝達を試料
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図４ パルス加熱法による平板（沿面方向に均質、厚さ
方向の熱物性値変化は可）のインパルス応答関数 

図５ フラッシュ法（パルス加熱法）による薄板状試料の沿面方向熱拡散率測定の幾何学的配置とグリーン関数 



 

 

表裏面における負の発熱と解釈することにより、(11)式の

グリーン関数を用いて次式により記述できる。 

𝑇(𝑥, 𝑡) = 𝐺ௌ(𝑥, 𝑡|0,0) 

 − ∫ ∫ 𝐺ௌ(𝑥, 𝑡|𝑥 ′, 𝑡 ′) ⋅ 2𝐾 ⋅ 𝑇(𝑥 ′, 𝑡 ′)
∞

ି∞
௧

଴
𝑑𝑥 ′𝑑𝑡 ′

      (13) 

左辺にも右辺にも未知数である試料温度が含まれるの

で積分方程式となる。 

時間に関してラプラス変換し、位置に関してフーリ

エ変換し、それぞれにコンボリューション積分の公式

を使うと、 
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この式をフーリエ逆変換、ラプラス逆変換すると、 

𝑇(𝑥, 𝑡) =
ଵ

஼√గ௧
exp ቀ−

௫మ

ସఈ௧
ቁ ⋅ exp ቀ−

௧
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ቁ  (15)  

ここで、𝜏௖ = 𝐶 (2𝐾)⁄ である。 

以上のように、時間に関してラプラス変換、試料の長さ

に関してフーリエ変換を行うと、それぞれのコンボリュ

ーション積分が代数式の積になるので、積分方程式が代

数方程式に変換されて容易に解けるようになる [8]。 

このように、熱拡散方程式をグリーン関数と積分方程式

により記述し、ラプラス変換、フーリエ変換とコンボリュ

ーション積分の代数積への変換により解くことが最も系

統的かつ普遍的な解法として認識されている。四端子行

列のカスケード接続による積層材の一次元熱

拡散の解析はその最も簡潔な例である。 

2.4 境界要素法 

複数の材料が立体的に接合した対象内部の

温度分布、熱流密度分布は有限要素法[9]、境界

要素法[10,11]などの数値シミュレーションに

より行われることが一般的である。シミュレー

ションを行うには構成材料の熱物性値、材料

間の界面熱抵抗、発熱密度分布、外部との境界

条件（断熱境界、等温境界、熱伝達境界、熱浸

透境界など）の情報が必要である。熱物性ハンドブック

[12]や熱物性データベースの最も重要な役割の一つはこ

のような場合の熱物性値の提供であるといえる [2, 13-14]。 

有限要素法に関しては多数のパッケージソフトウェ

アが市販されている。また無償のオープンソースソフト

ウェ(Salome-Meca)も使用されている。 

有限要素法が領域を離散化（領域型解法）して数値計

算する数値解法である（解析解法ではない）のに対して、

境界要素法は図６に示されるように領域内ではグリーン

関数（連続）を用い境界のみを離散化する（境界型解法）

準解析的方法である。積分方程式法の自然な離散化であ

るので境界積分方程式法ともよばれ、偏微分方程式の基

本解であるグリーン関数が積分核として用いられる。 

2.5 グリーン関数による解析計算・数値計算 

以上のように積分方程式法による解析計算も、境界要素

法（境界積分方程式法）による数値計算も必要な情報は

インパルス応答関数（グリーン関数の境界での値）であ

る。インパルス応答関数はフラッシュ法やパルス加熱サ

ーモリフレクタンス法などのパルス加熱熱物性測定法に

より実測される。 

従って、複数の材料が立体的に接合した対象内部の温

度分布、熱流密度分布はその構成要素のインパルス応

答関数（パルス加熱法により実測される）が既知であ

ることが必要十分であり、インパルス応答関数やグリ

ーン関数を解析式で記述できた場合のパラメータであ

る熱物性値が求まっていることは不可欠ではない。 

特に、構成要素（薄膜、微粒子など）の代表長さ（厚さ、

粒径など）が熱担体（伝導電子、フォノンなど）の自由行

程より十分長くない場合や、非常に高速にエネルギー密

度分布が変化する場合には熱物性値が定義できない。そ

のような場合でもインパルス応答関数は実験的に求まる

ので、構成要素から対象全体の応答を明確に記述するこ

とができる。 

3. おわりに 

熱拡散方程式はグリーン関数・インパルス応答関数に関

する積分方程式により体系的に記述することができる。

対象が変数分離に適した幾何形状の場合には積分方程式

をラプラス変換あるいはフーリエ変換することにより代

数方程式が導かれ解析的に解くことができる。幾何形状

が複雑な場合には応答関数を境界で離散化した境界要素

法（境界積分方程式法）により体系的に算出される。 

Region: V Boundary: S

Green’s function Response function

図６ 境界におけるグリーン関数の値（＝応答関数）の離散化(２次
元の場合） 



 

 

インパルス応答関数は線形で因果律を満たす物理現象

に対して普遍的に適用できるので対象が熱拡散方程式に

従わない場合にも有効であり、パルス入力により誘起さ

れる応答を実測することにより明確に求まる [15]. 

従って、図７に示されるようにパルス加熱法により実測

されたインパルス応答関数を、熱物性値による解析表示

を介さずとも、境界要素法に直接代入することにより熱

が関連するシステムやモジュールのエネルギー密度分布

の時間応答を求めることが可能となる。 

フォノンや伝導電子の散乱やエネルギー交換の素過程

に基づくエネルギー拡散メカニズムの考察もエネルギー

密度２時間相関関数であるインパルス応答関数に対して

直接適用できる。しかし、応答関数のある種の積分や極限

として定義される熱拡散率などの熱物性値、との対応は

間接的である。 

本研究は国立研究開発法人科学技術振興機構未来社会

創造事業大規模プロジェクト型「センサ用独立電源とし

て活用可能な革新的熱電変換技術」により実施された。 
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図７ パルス加熱法により測定されるインパルス応答関数とグリーン関数に基づく固体中エネルギー拡散の体系的記述 
熱物性値が定義できない場合にも構成部分の応答からシステムやモジュールの応答が導出できる。 


